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Resumo

Nosso objetivo é compreender o Teorema de Classificacdo de Poincaré. Para isto fazemos
um estudo acerca de alguns conceitos da teoria dos Espacos métricos, além de concei-
tos como rotagoes, levantamento e nimero de rotacao. O Teorema de Classificacao de
Poincaré garante a existéncia de uma semi-conjugagao ou uma conjugacao entre um ho-
meomorfismo do circulo com nimero de rotagao irracional e uma rotagao no circulo.

Palavras-chaves: Espagos métricos, rotagoes, levantamento, nimero de rotacao.
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1 Introducao

Os Sistemas dinamicos é um dos ramos de pesquisa da Matematica. O objetivo
da teoria de Sistemas Dinamicos é estudar, principalmente em longo prazo, a evolucao
de um sistema. Uma vez conhecidas as regras de evolucao de um determinado sistema,
pode ser impossivel, ainda assim, conhecer com boa seguranca, sua evolucao ao longo do
tempo. E nessa perspectiva que se desenvolveu o campo dos Sistemas dinamicos.

Diversos sao os ramos de pesquisa que influenciaram o surgimento da teoria
dos Sistemas dinamicos, como por exemplo, a Fisica e a Biologia. Tal teoria teve contri-
buigoes de varios cientistas, como a do matematico francés Henri Poincaré considerado
um dos criadores da moderna teoria dos Sistemas dinamicos. As primeiras contribuicgoes
de Poincaré se deram com os trabalhos relacionados a Mecanica Celeste no final do século
XIX.

“ Se conhecéssemos exatamente as leis da natureza e a situacao do universo no
momento inicial, poderiamos prever exatamente a situacao do universo mo momento se-
guinte. Mas, mesmo que as leis da natureza nao fossem um segredo para nos, poderiamos
prever, apenas aproximadamente, a situa¢ao inicial. Se o conhecimento das leis fosse sufi-
ciente para prever as situagoes posteriores, nao precisariamos de mais nada, e poderiamos
dizer que o fenomeno tem uma descri¢ao suficientemente precisa. Mas isso nem sempre
acontece, podem ocorrer que pequenas diferencas nas condi¢oes iniciais produzam dife-
rencas bem maiores no fenomeno final. Um pequeno erro mo inicio provoca um enorme
erro no final. Previsao se torna impossivel, e nos resta o acaso.”Essa é uma citacao da
obra de Henri Poincaré, Science et méthode, de 1908. Nessa parte, ele descreve essencial-
mente o caos, a razao pela qual se torna necessario o estudo qualitativo das solugoes de
equacoes diferenciais ou das iteradas de transformacoes.

Poincaré colocou a questao sobre em que condigoes um dado homeomorfismo
no circulo é equivalente a uma rotagao também no circulo. Podemos associar a cada home-
omorfismo um numero, que chamamos de niimero de rotagao. Se este niimero é irracional
entao o teorema da classificagao de Poincaré garante que existe uma semi-conjugagao ou
uma conjugacao deste homeomorfismo com uma rotagao no circulo.

A seguir, descrevemos brevemente como este trabalho foi desenvolvido.
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Na primeira secao, definimos alguns conceitos sobre a teoria dos Espacos
métricos, bem como outros conceitos elementares necessarios para o estudo da teoria
dos Sistemas dinamicos e que serao fundamentais para o entendimento da teoria poste-
rior. Para isto, utilizamos principalmente as referéncias [1] (Capitulos 1, 2, 3 e 7), [2]
(Capitulos 4 e 5) e [5].

Na segunda secao, definimos o circulo unitario S! e introduzimos também os
conceitos de rotacao, levantamento e nimero de rotacao. Nesta parte, utilizamos as re-
feréncias [3] (Capitulo 7) e [5].

Na terceira segao, apresentamos o principal resultado deste trabalho, o Te-
orema de Classificagio de Poincaré. Nesta segao, foram utilizadas as referéncias [3]
(Capitulo 7) e [4].

Por 1ltimo fazemos algumas consideragoes finais sobre os resultados tratados
neste trabalho.

No decorrer do trabalho, utilizamos varios outros conceitos e resultados que

podem ser encontrados nas demais referéncias.



2 Algumas definicoes elementares

Neste capitulo trataremos de algumas definigoes e resultados basicos que serao

essenciais para este trabalho.

2.1 Espacos métricos

Uma métrica num conjunto M é uma funcao d : M x M — R, que associa a
cada par ordenado de elementos z, y € M um nimero real d(z,y), chamado a distincia

de z a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condigoes, para todo x, y, z € M:

dl) Se z =y, d(z,y) = 0;
d2) Se x # y entao d(z,y) > 0;

d3) d(z,y) = d(y,z);

d4) d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2).

As condigoes d1) e d2) dizem que d(x,y) > 0 e que d(z,y) = 0 se, e somente
se, x = y. A condigao d3) diz que a distancia d(z,y) é uma fungao simétrica e a condigao
d4) chama-se desigualdade triangular; ela se inspira no fato de que, no plano euclidiano,
o comprimento de um dos lados de um triangulo nunca excede a soma dos comprimentos

dos outros dois.

Defini¢ao 2.1.1. Um par (M, d), onde M é um conjunto e d é uma métrica em M é dito

espaco métrico.

Os elementos de um espago métrico podem ser nimeros, pontos, matrizes,
funcoes, vetores, conjuntos, etc. Mas aqui serao sempre chamados de pontos de M.

Vejamos um exemplo de espago métrico.

Exemplo 2.1.1. O conjunto R dos nimeros reais é um espago métrico. A distancia entre
dois pontos x ¢ y € R é dada por d(z,y) = |z — y| e é chamada de métrica usual da reta.

Vejamos que as condigoes da definicao de espago métrico se verificam:



2.1 Espagos métricos 8

dl) Sejam z, y € R, tal que = = y. Entao d(z,y) = |z —y| = |z — 2| = 0.
d2) Sejam z, y € R, com x # y. Entdo, d(z,y) = |z —y| = /(z —y)? > 0.

d3) d(z,y) = |z —y| = |y — z[ = d(y, x).

d4)

d(z,z) = |z — 2|
=[r+y—y— 2|
<lz—yl+ly— 2|

=d(z,y) + d(y, z) (2.1)

Definicao 2.1.2. Seja a um ponto no espago métrico M. Dado um numero real r > 0,
dizemos que a bola aberta de centro a e raio r é o conjunto B(a;r) dos pontos de M cuja

distancia ao ponto a é menor do que r. Isto é,

B(a;r) ={x € M;d(x;a) < r}.

Exemplo 2.1.2. Com a métrica usual da reta, para todo a € R e todo r > 0, a bola de
centro a e raio r é o intervalo aberto, (a — r,a + r), pois a condic¢ao |z — a|] < r equivale

a—r<r—a<rqueéomesmoquea—r<zx<a-+r.

Definigao 2.1.3. Seja M um espaco métrico e X C M. A fronteira de X em M é o
conjunto 0.X, formado pelos pontos b € M tais que toda bola aberta de centro b contém

pelo menos um ponto de X e um ponto do complementar M — X.

Definicao 2.1.4. Seja M um espago métrico. Um ponto a € M chama-se um ponto

isolado de M quando existe r > 0 tal que B(a;r) = {a}.

A definicao de ponto isolado acima, significa, que além do préprio a, nao
existem outros pontos de M a uma distancia de a inferior a r. Dizer que um ponto
nao € isolado significa que para todo r > 0 pode-se encontrar um ponto z € A tal que

0 <d(a,z) <r, com x # a.

Definicao 2.1.5. Um espacgo métrico M chama-se discreto quando todo ponto de M ¢é

isolado.
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Exemplo 2.1.3. O conjunto Z = {...,—2,—1,0,1,2, ...} com a métrica d(z,y) = |z — y|,
onde z,y € Z é um conjunto discreto. Para provar isto devemos verificar que todo ponto
n € Z é isolado. Com efeito, tomando r = 1, vemos que se x € Z é tal que = € B(n;1)

entdo |x —n| < 1 e portanto x = n.

Definicao 2.1.6. Seja X um subconjunto de um espago métrico M. Um ponto a € M
chama-se ponto de acumulacao de X quando toda bola aberta de centro a contém algum

ponto de X, diferente de a.

Um ponto a diz-se aderente a um subconjunto X de um espago métrico M
quando d(a, X)) = 0. Isto significa que existem pontos de X arbitrariamente préximos de

a, ou seja, para cada € > 0, existe z € X tal que d(a, X) < e.

Definicao 2.1.7. Seja X um subconjunto do espago métrico M. Dizemos que o conjunto

X, formado pelos pontos de M que sao aderentes a X, é o fecho do conjunto X.

Defini¢do 2.1.8. Um subconjunto X C M diz-se denso em M quando X = M, ou seja,
para cada aberto nao-vazio A C M, tem-se AN X # 0.

Exemplo 2.1.4. O conjunto Q dos ntimeros racionais é denso em R. Também o conjunto
R — @, dos nimeros irracionais é denso em R. De fato, todo intervalo aberto contém

numeros racionals e nimeros irracionais.

Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. Um ponto a € X é dito
um ponto interior de X quando ele é centro de uma bola aberta contida em X, ou seja,
quando existe 7 > 0 tal que d(z,a) < r implica x € X. Chamamos de interior de X o

conjunto int X formado pelos pontos interiores a X.

Definicao 2.1.9. Seja X um subconjunto de M. Dizemos que X é denso em nenhum

aberto se int X = 0.

Definicao 2.1.10. Sejam X e Y dois espacos métricos. Dizemos que a aplicacao f : X —
Y é continua no ponto a € X quando, Ve > 0 dado, é possivel obter § > 0, tal que x € X
e d(x,a) < 60 implica d(f(x), f(a)) < e. Dizemos que f é continua quando ela é continua
em todos os pontos a € X. Além disso, dizemos que f é um homeomor fismo se f for

bijetiva, continua e f~! também for continua.

Uma sequéncia num conjunto M é uma aplicacao s : N — M, definida no

conjunto N dos ntimeros naturais. O valor que a sequéncia x assume no ntumero n € N
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serd indicado por x,. Usaremos as notagoes (1, Ta, ..., Ty, ..);, (Tn)nen ou (x,) para re-
presentar uma sequéncia.

Uma subsequéncia de (x,) é uma restrigao da aplica¢ao n — z,, a um subcon-
junto infinito N = {n; < ny < ng < ..ny < ...} de N. A subsequéncia é indicada pelas

notagoes (Tn,, Tngs ooy Tngs o)y (Tn)nenw OU (Ty,, ).

Definigao 2.1.11. Seja (z,,) uma sequéncia num espago métrico M. Dizemos que o ponto
a € M é limite da sequéncia (z,) quando para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se

obter ng € N tal que d(z,,a) < €, para todo n > ng. Escreve-se a = lim x,,.

Proposicao 2.1.1. Toda sequéncia mondtona limitada de nimeros reais é convergente.

Demonstragao. De fato, sem perda de generalidade, consideremos (z1 < 25 < ... < x, <
... ) asequéncia limitada em questao. Tomemos a =sup z,,. Afirmamos que que a = lim z,.
Com efeito, dado arbitrariamente £ > 0, o nimero a — &, sendo menor que a, nao pode
ser cota superior do conjunto dos valores x,,. Logo existe ny € N tal que a —¢ < z,,, < a.
Entao, n > ny implicaa —e < z,, < 2, < a < a+e¢ e portanto, a —e < z, < a+ €. Logo

a sequéncia é convergente. O

Teorema 2.1.1. (Bolzano Weierstrass) Toda sequéncia limitada de niimeros reais possui

uma subsequéncia convergente.

Demonstracao. De fato, pela proposicao 2.1.1, basta mostrar que toda sequéncia (x,,)
possui uma subsequéncia monotona. Digamos que um termo x,, da sequéncia é destacado
quando z, > x, para todo p > n. Seja D C N o conjunto dos indices n tais que z,, ¢
um termo destacado. Se D for um conjunto infinito, D = {n; < ny < ... < ng < ...}
entao a subsequéncia (z,)n,ep serd mondétona nao crescente. Agora, se D for finito, seja
ny € N maior que todos os n € D. Entao z,, nao é destacado, logo existe ny > n; com
Tp, < Tn,. Por sua vez, z,, nao é destacado, logo existe n3 > ny com z,,, < Tp, < Tp,.

Prosseguindo, obtemos uma subsequéncia monotona crescente. O

Definicao 2.1.12. Um conjunto X C R é compacto se é fechado e limitado.

Um exemplo de conjunto compacto é o intervalo [a, b], visto que ele é fechado

e limitado pelos ponto a e b.

Teorema 2.1.2. Um conjunto X C R é compacto se, e somente se, toda sequéncia de

pontos em X possui uma subsequéncia convergindo para um ponto de X.
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Demonstracao. Se X C R é compacto, toda sequéncia de pontos de X é limitada logo,
pelo teorema de Bolzano - Weierstrass, possui uma subsequéncia convergente, cujo limite
é ponto de X, ja que X é fechado.

Reciprocamente, seja X C R um conjunto tal que toda sequéncia de pontos
x, € X possui uma subsequéncia que converge para um ponto de X. Entao X é limitado
pois, caso contrario, para cada n € N poderfamos encontrar z, € X com |z,| > n. A
sequéncia (x,), assim obtida, ndo possuiria subsequéncia limitada, logo nao teria uma
subsequéncia convergente. O conjunto X é fechado pois, caso contrario, existiria a ¢
X com a = limz,, onde cada x,, € X. Mas entao (r,) ndo possuiria subsequéncia
convergindo para um ponto de X, pois todas as subsequéncias teriam limite a. Portanto

X é compacto. O

Definigao 2.1.13. Uma sequéncia (z,) num espago métrico M chama-se uma sequéncia
de Cauchy quando, paro todo ¢ > 0 dado, existe ng € N tal que m,n > ngy implica

d(xm, x,) < €.

Proposicao 2.1.2. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M. Dado ¢ = 1,
existe ng € N tal que m,n > ng implica d(z,,, z,) < 1. Logo o conjunto {,,+1, Tng+2, -}

é limitado e tem diametro < 1. Segue-se

{z1, 20, 0y Ty} = {1, oy g} U{Zngs1, Trga2s -}
¢ limitado. O]

Proposicao 2.1.3. Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente

¢ convergente e tem o mesmo limite que a subsequéncia.

Demonstragao. Sejam (z,,) uma sequéncia de Cauchy no espaco métrico M e (z,,) uma
subsequéncia que converge para o ponto a € M. Entao limz, = a. De fato, dado
£ > 0, existe p € N tal que n, > p implica d(z,,,a) < 5. Existe também ¢ € N tal que
m,n > q = d(Tm,T,) < 5. Seja ng = max {p,q}. Para todo n > ng existe n; > ng e

entao
d(zp,a) < d(xp, xn,) + d(Ty,,a) < s+ 5.

Logo, limz,, = a. O]
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Definicao 2.1.14. Um espago métrico M é completo quando toda sequéncia de Cauchy

em M é convergente.

Exemplo 2.1.5. O conjunto R dos ntimeros reais ¢ um espago métrico completo. Com
efeito, seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em R. Para cada n € N ponha X, =
{Zp, Tpy1,...}, dai X7 D Xo D ... D X,, D ... Pela proposicao 2.1.2, o conjunto dos
termos de (x,) é um conjunto limitado, portanto os conjuntos X, também limitados, ja
que sdo subconjuntos de um conjunto limitado. Seja a, = inf X,, (n = 1,2,3,...), entao,
a1 < ap < ... <a, <..<b=sup X;. Como toda sequéncia mondétona limitada de
nimeros reais é convergente (Proposigao 2.1.1), existe a = lim a,,.

Afirmamos que a = limz,,. Para provar essa afirmacao, basta mostrar que a
é limite de uma subsequéncia de (z,), isto é, que dados arbitrariamente € > 0 e ny € N,
podemos obter n > ny tal que x, € (a — ¢,a + ¢), pois pela proposi¢ao 2.1.3, uma
sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente também ¢é convergente e
possui o mesmo limite que a subsequéncia. Sendo a = lima,, existe m > n; tal que
a—¢e < a, <a+e Como a, = inf X,,, existe n > m, e portanto n > ny, tal que

aym <z, <a+e, ouseja, r, € (a—¢e,a+e).

Na secao a seguir daremos uma primeira visao sobre Sistemas dinamicos.

2.2 Sistemas dinamicos

Consideremos um espago qualquer e uma lei que rege o comportamento de
seus elementos. A teoria dos Sistemas Dinamicos é o estudo que tem por finalidade a
estruturacao de técnicas capazes de compreender e prever a evolucao desses sistemas em

longo prazo. Podemos dividir os sistemas dinamicos em duas classes:

e Sistema dinamico discreto: Seu estado s6 muda durante os instantes (t,t1,ts, ...).
No intervalo de tempo entre estes instantes, o estado permanece constante, t assume

valores inteiros. Exemplo: Iteracao de uma funcao.

e Sistema dinamico continuo: Seu estado evolui ao longo do espago de estado con-
tinuamente de acordo com uma regra deterministica. Exemplo: Solucao de uma

Equagao diferencial ordindria.
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Neste trabalho, vamos estudar um exemplo de sistema dinamico
discreto definido por uma aplicagao continua em um espago métrico.
Consideremos um conjunto nao-vazio X e uma aplicacao f : X — X, dizemos

que f2 é o segundo iterado de f, f3 é o terceiro iterado de f e assim por diante. Isto é

f”:fofofro...oi

n vezes

é 0 n-ésimo iterado de f.

Definicao 2.2.1. Considere um conjunto nao-vazio X e uma aplicacao f : X — X. Para
cada v € X, O (z) = USG5 f (x) ¢ chamada de semi-Grbita positiva. Se f ¢ invertivel
a semi-Orbita negativa é dada por Oj (x) = UiSGf*(z). A 6rbita de z € X é dada por
Of(z) = O}“(:E) UO;(z) = Usez [ ().

Exemplo 2.2.1. Seja f : R — R uma aplicagao definida por f(z) = 2z. Essa aplicagao

é invertivel, entao a érbita de xg =2 é

1

T_9g = 1
1

x4 = 3
Tg = 2

ry = 2.1’0 =22=4

To = 2.1’1 =24=28

Agora, definiremos dois tipos de érbita, a 6rbita do ponto fixo e a drbita do

ponto periddico.

Definicao 2.2.2. Consideremos um conjunto nao-vazio X e uma aplicacao f : X — X.
Um ponto x € X é fizo se Vt € Z, tem-se f'(x) = x . Assim, a drbita do ponto fizo é

uma sequéncia constante

s T, T,

Definicao 2.2.3. Considere um conjunto nao-vazio X e uma aplicacao f : X — X.

Dizemos que um ponto z € X é um ponto periddico de periodo n > 0 se f"(x) =z e
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fi(x) # z, para todo 1 < i < (n—1).

Chamaremos de Per,(f) o conjunto dos pontos periédicos de periodo n. A
orbita de um ponto periddico é chamada de drbita periddica. Assim, se x é um ponto
periddico de periodo n para uma aplicagao f, entao a orbita de x é uma sequéncia repe-

titiva de nimeros, isto é,

sy f(2), s [N (), 2, f(2), e, S (),

Quando temos uma 6rbita O(x) podemos procurar os seus pontos de acu-
mulagao, ou seja, os pontos em torno dos quais a érbita ird passar uma infinidade de

vezes. Este conjunto é conhecido como o w-limite de x e denotado por w(z). Isto é,

Definigao 2.2.4. Dizemos que y € w(z) se existe uma sequéncia infinita e crescente de

nimeros naturais nq,ns,... tal que f™(x) — y.

Exemplo 2.2.2. Se f"(z) = x é um ponto periédico, entao o conjunto w — limite é igual

a drbita de x por f, isto é, w(z) = O(x) = {x, f(x), ..., " (x)}.

Definigao 2.2.5. O subconjunto S C X é dito positivamente invariante se f(x) € S para
todo z € S, isto é f(S) C S. O subconjunto S C X é dito negativamente invariante se
f71(S) € S. O subconjunto S C X é invariante se f(S) = S.

Proposicao 2.2.1. Seja f : X — X um sistema dinamico continuo, onde X ¢é um

conjunto compacto entdao, o conjunto w(x) € nao vazio, compacto e invariante.

Demonstragdo. w(z) é um conjunto fechado. De fato, seja y € w(z). Se w(x) é um con-
junto fechado entao, o fato de y € m implica que y € w(z). Suponhamos, por absurdo,
que y € w(x), entdo existe uma vizinhanga V, de y que ndo contém nenhum elemento da
6rbita de z. Mas o fato de y € w(z) e y € w(z) implica que y € dw(x) e portanto existem
pontos que estao na vizinhanga V,, de y que sao pontos de w(z). Logo, essa vizinhanca
deve conter elementos da érbita de z, o que é uma contradigao. Portanto w(z) é fechado.

Agora, w(x) é um conjunto compacto. Com efeito, w(z) ¢é fechado e como estd
contido no compacto X, é limitado. Logo w(x) também é compacto.

O conjunto w(z) é nao vazio. De fato, a érbita de = estd dentro de um com-
pacto. Como todo compacto possui uma subsequéncia que converge para algum de seus

pontos, segue-se que w(x) # 0.

Resta-nos mostrar que w(z) é um conjunto invariante, isto é, w(z) = f(w(z))
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para todo x. Seja y € f(w(z)), entdao existe z € w(x) tal que f(z) = y. Assim,
existe uma sequéncia ny — oo tal que f™(x) — z. Pela continuidade de f, vale que
f(fm(x)) = f(2) =y, isto &, [T (z) — y. Como ny, — 0o, segue-se que (x + 1) — oo
e portanto y € w(z). Assim, f(w(z)) C w(x). Por outro lado, se y € w(x), devemos
mostrar que existe z € w(x) tal que f(z) =y € f(w(z)). Com efeito, o fato de y € w(x)
implica que existe uma sequéncia n; — oo tal que f™(z) — y. Tomemos as pré-imagens
da sequéncia ny que estao na o6rbita de z. Tais pré-imagens formam uma sequéncia nj,
contida no conjunto compacto X. Desse modo, nj, possui uma subsequéncia que converge
para z € w(x). Assim, nj, — z e portanto f(n}) — f(z) =y. Logo, y € f(w(x)). Dessa

forma concluimos que w(z) = f(w(z)) e portanto w(z) é invariante. O

Teorema 2.2.1. Seja f : X — X uma aplicacdo continua em um espago métrico completo

X.

(a) Para qualquer x, w(x) = Ny>o(Up>n ().
(b) Se D C X € fechado e positivamente invariante por f. Se x € D, entdo w(x) C D.

(¢c) Sey € w(x) entdo w(y) C w(x).

Demonstragio. (a) Seja y € w(z). Entdo, y € (U,>nf"(z)) pela definicao do conjunto
w — limate. Portanto, y € ﬂNzom- Assim, w(x) C ﬂN20m~
Suponha agora que y € ﬂNzom- Entao, para qualquer N, tem-se que
y € (Upsy fn(x)). Para cada N, tome ky > ky_y, com ky > N e d(f*¥(z),y) < %
Entao, d(f* (z),y) < + vai para 0 quando N tende a infinito e portanto, y € w(z).
Logo, Nys0(Upsn f7(x)) C w(x). Assim, concluimos que w(z) = Nyso(Upsn f7(1)),

para todo .

(b) Decorre da parte (a) o seguinte argumento.
Seja x € D. Pela invariancia de D, f"(x) € D. Como D é fechado, todos os pontos

de f"(z) devem estar em D, provando que w(x) C D.

(c) Seja y € w(z). O conjunto w(x) é fechado e positivamente invariante. Logo, pela

parte (b), w(y) C w(z).
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Definicao 2.2.6. Um sistema dinamico topolégico f : X — X diz-se topologicamente
transitivo se existe um ponto x € X tal que sua 6rbita Of(z) = {f"(2)}nez é densa em

X.

Definicao 2.2.7. Um sistema dinamico topologico f : X — X diz-se minimal se a orbita
de qualquer ponto z € X é densa em X ou ainda se f nao tem conjuntos invariantes

fechados préprios.

Definigao 2.2.8. Um conjunto X é minimal para uma fungao f se é nao-vazio, fechado e

invariante e dado B, um subconjunto nao-vazio, fechado e invariante de X, tem-se B = X.
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3 O circulo unitario

Podemos definir o circulo unitdrio, denotado por S, como um subconjunto de

R2
§' = {z € R? ||z]| = 1}
equivalentemente,
St = {(cos 6, sin 0) € R*; 0 < 0 < 27}
Fazendo 0 = 27z, temos
S = {(cos 27z, sin 27x) e R} 0<x <1}

A dltima forma explicita a projecao,

m: R — S com 7(z) = (cos 27wz, sin 27w ) = cos(2wxw) + i sin(27x) = exp(2mwxi)
Podemos também escrever S = R/Z. Neste caso, R/Z é o quociente do grupo

aditivo dos numeros reais pelo subgrupo aditivo dos inteiros. Dai, a projecao m pode ser

vista como uma aplicagao de R em R/Z, e por abuso de nota¢do podemos escrever
7(x) =2z (mod 1)
Neste caso, podemos verificar que 7(x +m) = m(z). Com efeito,

w(x +m) = (x4 m)(modl)
=r+m+n
= z(modl)

= m(x) (3.1)

Repare que 7 é sobrejetiva, mas nao é injetiva. Na verdade, 77 1(z) ={x +m :
m € Z} é um conjunto infinito.

O circulo S é um espaco métrico. A distancia entre dois pontos a, b € S!
¢ a mesma que a distancia entre dois pontos de R?, j& que os pontos de S! sao pontos

de R?. Assim, a distancia entre dois pontos a = (z1,%1), b = (x2,y2) € S! é dada por



3 O circulo unitério 18

d(a,b) = \/(z1 — 22)2 + (11 — ya2)%.

Sejam a = (z1,v1), b = (T2,v2) € ¢ = (x3,y3) pontos quaisquer de S'. Verifi-

quemos que as condicoes da definicao de espaco métrico sao satisfeitas:

dl) Se a = b entao (z1,y1) = (w9,y2) e portanto, xy = 3 e y; = yo. Dail d(a,b) =
V(@ =222+ (11 — 12)? = /(21 — 21)2 + (41 — 41)? = 0.

d2) Seja a # b. Entéao, d(x,y) = \/(z1 — 22)2 + (y1 — y2)? > 0.

d3) d(a,b) = \/(551 —12)? 4+ (Y1 — 1) = \/(5152 — 11>+ (y2 —y1)? = d(b, a).

d4)

d(a,c) = /(21 — 23)> + (y1 — s3)?
= |a — ¢|
=la+b—b—

<l|a—bl+[b— |

= V(21— 22)2+ (1 — 12)2 + V(22 — 23)% + (2 — y3)?
= d(a,b) + d(b,c) (3.2)

Definicao 3.0.9. Seja f : S! — S' um homeomorfismo. Se sempre que x,y € S' com
x < y tivermos f(z) < f(y), considerando o sentido anti-hordrio no circulo, entao f

preserva orientacao. Assim, dizemos que f € Hom . (S').

Definicao 3.0.10. Sejam f : M — M e g : N — N duas aplicagoes. Se existir um
homeomorfismo h : M — N tal que ho f = go h, isto é, f = h™! o0 g o h entdao dizemos
que f e g sao topologicamente conjugados. O homeomorfismo h é chamado de conjuga¢ao

topologica.

Defini¢ao 3.0.11. Uma transformacao g : N — N é um fator (ou fator topoldgico) de
f M — M se existir uma transformacao continua sobrejetiva h : M — N tal que

ho f=goh. A transformacao h diz-se uma semi-conjugacao.

A diferenca entre os casos em que duas transformacoes sao conjugadas ou
semi-conjugadas se da pelo fato de que no primeiro caso a transformacao h é um homeo-
morfismo e no segundo caso h é apenas continua e sobrejetiva.

No caso de transformacoes conjugadas, o fato de h ser um homeomorfismo
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significa que os conjuntos M e N sao homeomorfos. Do ponto de vista da topologia, dois
conjuntos homeomorfos sao indistinguiveis.

Duas aplicagoes topologicamente conjugadas sao ditas equivalentes, pois car-
regam as mesmas propriedades topoldgicas.

Podemos verificar que se f e g sao equivalentes, entao existe uma conjugacao
que leva ponto periédico de mesmo periodo em ponto periédico de mesmo periodo e ponto
fixo em ponto fixo. Em outas palavras, sejam f: M — M e g : N — N conjugadas pelo

homeomorfismo h: M — N ex € M. Se f*(x) = x entdao g"(h(z)) = h(x). De fato,

g"(h(x)) = g" o h(z)
— "o goh(x)
=g"""oho f(z)
=g"?ogoho f(x)
— " oho o f(a)
=g"oho fi(x)
=g" " ogoho fi(z)
=g"Pohofofi(x)
=g"?oho fi(x)

— goho [ (x)

=hofof ()

= ho ()

= h(x) (3.3)
Agora, se f(x) = z, entdo g(h(x)) = h(z). De fato, g(h(x)) = h(f(z)) = h(x).
Além de outras propriedades das aplicacoes topologicamente conjugadas, pode-

se também verificar que uma érbita de f é levada por h em uma érbita de g e que uma

orbita densa de f é levada em uma orbita densa de g.

3.1 Rotacoes

Seja p € R dado e R, : S' — S', onde R,(z) = (2 + p)(mod 1). Considerando

S' = {(cos(2mz), sin(2rx)) € R? ; 0 <z < 1 }, teremos
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(cos (2mx), sin (27zx)) > (cos (2m(x + p)), sin (2w (x + p))),

que é uma rotacao.

Se p € [0,1), entao as rotagoes podem ser reescritas assim:

T+ p, se 0<z+p<l1
Ry(z) =

r+p—1, se xz4+p>1

Vejamos agora um estudo das orbitas de I2,, nos casos em que p é racional ou

irracional:

1) Sep € Q, ouseja, p = § com p € Z e q € N, todos os pontos de S sao periddicos de
y 1 = _ _
perfodo ¢. De fato, tome z € S', entao Rj(z) = (z + ¢.2)(modl) = (z + p)(modl)

=X.

2) Se p € R—Q, teremos que R}(r) # x, ¥n # 0ex € St. Com efeito, se existir
z €S en#0com R} (x) =z, entdo (z 4 np)(modl)= z, o que é possivel se, e

somente se, np € Z. Mas isto é impossivel, pois p ¢é irracional.

Um importante teorema, para quando p ¢é irracional é o Teorema de Jacobi.
Este teorema nos diz que sob a agao de uma rotacao irracional, qualquer ponto, além de
ter uma érbita nao periédica, essa érbita precisa ser densa em S'. Antes de enunciarmos

este teorema, precisaremos do seguinte lema, que serd 1util para a sua demonstracao.

Lema 3.1.1. (Do ponto fixo). Seja f : [a,b] — [a,b] uma fungdo continua. Entdo existe

um ponto fizo para f em [a,b].

Demonstra¢ao. O Teorema do Valor Intermedidrio nos diz que dada f : [a,b] — R
continua, se f(a) < d < f(b) entao existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d. Aplicaremos este
teorema sobre a func¢ao h(x) = f(z) — z. Note que h(z) é continua, pois é a diferenga de
duas fungdes continuas. Desse modo ela satisfaz h(a) = f(a)—a > 0e h(b) = f(b)—b < 0.
Por isso, pelo Teorema do Valor Intermedidrio existe um ¢ € [a,b] com h(c) = 0. Entao

f(c) —c=0e cé ponto fixo em |a, b]. O

Teorema 3.1.1. (Teorema de Jacobi) Se p ¢ Q, entio Vo € S', {R}(x)}, com n € Z,é

densa em S'. Em outras palavras, X = {Rp(x)} _, =S
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Demonstracao. Seja v € S' um ponto arbitrario e X C S' o fecho da érbita de z. Se
a 6rbita de x nio é densa, isto é X Z S!, entdo S* — X é nao-vazio, aberto, ja que seu
complementar, X, é fechado. Além disso, o fato de a érbita de x nao ser densa em S — X
implica que existem intervalos disjuntos em S' que ndo possuem pontos dessa Orbita.
Logo, S! — X consiste de intervalos disjuntos.

Tome I como sendo o maior desses intervalos, ou um dos maiores, se existir
mais que um com comprimento maximo. Como a rotagao preserva o comprimento de
qualquer intervalo, os iterados RZ(I ) nao podem se sobrepor pois, caso contrdrio, S' — X
conteria um intervalo maior que I.

Sendo p irracional, os iterados de I nao podem coincidir pois se existem i, j € Z
tais que R}(I) = RJ(I), entdo R, 7(I) =T e R, 7 : I — I seria uma aplicacao de I nele
mesmo. Logo, pela continuidade de R, e pelo lema do ponto fixo, R:fj : I — I possuiria
um ponto fixo, contradizendo o fato de p ser irracional.

Assim, os iterados de RZ(I ) sao todos disjuntos, mas isso é impossivel, ja que

o circulo tem comprimento finito. Logo, X = S'. O teorema estd demonstrado. O

Até agora, vimos que ao estudarmos as rotagoes, temos que se a rotagao é
racional, todas as érbitas sao periddicas e de mesmo periodo. Enquanto que se a rotacao

é irracional, todas as orbitas sao densas.

3.2 Levantamento

Nesta secao definiremos o que vem a ser um levantamento de uma funcao
definida no circulo unitario S!. Para isso, relembramos que a projecao m : R — S' ¢

definida por 7(x) = z(modl).

Definicao 3.2.1. Dizemos que uma funcao continua F': R — R é um levantamento da

aplicacao continua f : S* — S! se

Graficamente, temos:
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Exemplo 3.2.1. Seja R, : S' — S' definida por R,(z) = x + p(modl), a aplicagao
rotagao. A aplicacdo F),j : R — R definida por F}, ;(z) = x4+ p+ k é um levantamento de
R,, para todo k € Z. De fato, seja x € R, entao R,(7w(x)) = R,(x(modl)) = (z((modl))+
p)(modl) = (z+p)(modl). Por outro lado, w(F,x(z)) = m(z+p+k) = (x+p+k)(modl) =
(z + p)(modl). Logo, mo F,, = R,om.

Os levantamentos de um mesmo homeomorfismo nao sao tnicos, mas estao

relacionados de acordo com o seguinte lema:

Lema 3.2.1. Um dado homeomorfismo do circulo possui infinitos levantamentos. Tais

levantamentos diferem dois a dois por uma funcao constante.

Demonstracao. Sejam F; : R — R e Fy, : R — R dois levantamentos de f. Entao,
mostraremos que existe uma fungao constante k, tal que Fi(z) = Fy(x) + k, Vo € R. De

fato, seja r € R, entao
moFi(x) = fom(x) e mo Fy(x) = fom(x).
Dai,

7TOF1 = ’/TOFQ

m(F(x) = w(Fy(r))

m(Fi(x)) —7(Fa(z)) = 0

Fi(x)(modl) — Fy(z)(modl) = 0

Y

I
o

(F1(x) — Fy(x))(modl)

4

Fi(x) — F(x) = k=kx).

Agora, k nao depende de x. De fato, temos que Fi(z) — Fy(z) = k, entao
(Fy — Fy)(xz) = k e portanto (Fy — Fy)(x) € Z, Vo € R. Como F; e F; sdo continuas,
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segue-se que Fy — Fy : R — Z é continua. Mas Z é um conjunto discreto, entao I} — I3 tem
um udnico inteiro k como imagem Vz € R. Logo Fi(z) — Fy(z) = k, com k independendo

de zx. O

O lema anterior, nos diz que podemos encontrar todos os levantamentos de f
a partir de um levantamento fixo. Podemos provar ainda que 7(F(x + 1)) = 7(F(x)).

Com efeito,

m(F(z+1)) = f(r(z +1)) = f(x(2)) = n(F(z)).

Do fato de 7(F'(z+1)) = w(F(x)), segue-se que F(z+1)(modl) = F(x)(modl),

isto é

F(x+1)=F(x)+d,deZ.

Definigao 3.2.2. O grau de uma aplicagao continua f em S' é o nimero d = F(z +1) —

F(z), onde F' é um levantamento qualquer de f. Denotamos o grau de f por deg(f).

Veremos que qualquer homeomorfismo do circulo deve ter deg(f) = +1 ou
deg(f) = —1. Além disso, se o homeomorfismo é crescente, ou seja, preserva orientagao,
entao deg(f) = 1.

Tomemos x’ € S!, assim se f : S' — S é continua com deg(f) = d, entdo o
conjunto das pré-imagens de 2/, f~1(2/) contém, pelo menos, d pontos. De fato, suponha
que f é estritamente monétona. Como 2’ € S', existe z; € R tal que m(z;) = 2/. Além
disso, como deg(f) = d, temos que F(z+1)—F(x) = d e portanto o intervalo [F(z), F (z+
1)] tem comprimento igual a d. Podemos entao enxergd-lo como uma decomposi¢ao
em d intervalos [F(z), F(z) + 1], [F(z) + 1, F(z) + 2], ..., [F(z) + (d — 1), F(x) + d].
Dai, se z; € [F(z), F(z) +1], i = 1,2,...,d, pelo Teorema de Valor Intermedidrio, existe

x; € (x,z + 1), tal que F(z;) = z; e entao n(F(z;)) = 7(z;) = o’. Seja x, = mw(x;) entao,

Logo, f~'(2') = {2} :i=1,2,...,d}. Se, por outro lado, f nao é estritamente mondtona,
entao alguns pontos terao mais do que d imagens inversas.
Assim, qualquer homeomorfismo do circulo deve ter deg(f) = +1 ou deg(f) =

—1, pois caso contrario os pontos de S! teriam mais que uma pré-imagem e f nao seria
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um homeomorfismo.
Em particular, no caso de homeomorfismos que preservam orientacao no circulo
temos que deg(f) = 1, pois caso contrério f nao seria crescente. Como F(x+1) = F(x)+d,

segue-se que

Flx4+m) = Flx+m-—1)+d

= Flz+m—2)+2d

= F(z)+md

F'(x+m) = F"(F(z+m))
= F"YF(z)+md)

= F"*(F*(x) +md?)

= F"(x)+md"

No caso de homeomorfismos que preservam orientagao, temos que F'(z+m) =

F(x)+me F*(x +m) =F"(x) +m.

Lema 3.2.2. Sejam F e H levantamentos de f. Entao, F"(x) = H"(x) + nk.

Demonstracao. Com efeito, por inducao, temos que se n = 1, entao, ja vimos que existe
k € Z tal que F(z) = H(x) + k, Vo € R.

Suponha que F'(z) = H'(x) + tk para todo inteiro ¢ maior do que ou igual a 1
e menor do que n. Entao F™(x) = F* }(F(x)) = H" Y (F(z))+ (n— 1)k = H" Y(H(z) +
k) + (n—1)k=H"YH(x)) + k+ (n— 1)k = H" + nk, usando a hipétese de inducao.

Portanto, a igualdade é valida para todo inteiro maior ou igual a 1. O]

Observe ainda que se I’ é um levantamento de f, entao F™ é um levantamento
de f". De fato, por inducao, se n = 1, a afirmagao é verdadeira por hipétese. Suponhamos
que a afirmacao seja verdadeira para todo inteiro maior do que ou igual a 1 e menor que

n. Dai, utilizando a definicao de levantamento, temos

ToFt"=qmoF"loF=ft"logoF=f"1lofor=f"onr.
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O que prova a afirmacao.

Exemplo 3.2.2. No exemplo 3.2.1 vimos que a aplicagao F,; : R — R definida por
F,r(z) = 2+ a+k é um levantamento de f, : S* — S* definida por f,(z) = x4+ a(modl).
Veremos agora que F,(z) =z +na +nk é um levantamento de f7 () = z + na(modl).
De fato, seja x € R, entdao f(w(x)) = f2(x(modl)) = (x((modl)) + na)(modl) =
(z 4+ na)(modl). Por outro lado, w(F7 () = 7(z + na + nk) = (z + na + nk)(modl) =
(z + na)(modl). Logo, mo F}, = from.

3.3 Numero de rotacao

O ndmero de rotagao é um numero real associado a aplicacao f, definida no
circulo unitério S'. Neste trabalho estudaremos como o ntimero de rotacao caracteriza o

comportamento das orbitas de f.

Definicao 3.3.1. Sejam f : S' — S! um homeomorfismo que preserva orientacao no
circulo e F' : R — R um levantamento qualquer de f. O nimero p(f) = po(F)(modl) é

chamado de numero de rotagao de f, onde

po(F) = lim w

n—oo n

sempre existe.

Esta definicao nos diz o quanto em média cada iterado de um ponto x € S*,
“caminha” pelo homeomorfismo f.
Precisamos verificar se o ntimero de rotacao estd bem definido. Para isto,

temos os dois proximos resultados.

Proposicao 3.3.1. O numero de rotacao de f independe do levantamento F.

Demonstracao. Sejam F e H dois levantamento de f, entao, ja vimos que F' = H + k e
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F"=H" +nk, k € Z. Assim,

W) = Jim
— lim (H™(x) + nk) — x
=iy T
— po(H) + k. (3.4)
Logo, () = po(F)(mod1) = (po(H) + k)(mod1) = po(H)(mod1). a

O préximo teorema nos diz que para qualquer levantamento de um homeo-
morfismo do circulo que preserva orientagao existe um nimero de rotagao, e que este é

independente do ponto inicial.

Teorema 3.3.1. Sejam f : S! — S! um homeomorfismo que preserva orientacdao no
circulo e F' : R — R um levantamento de f. Entdao, Vx € R, o limite

po(F) = lim w

n—oo n

existe e independe do ponto x.

. e A . . . . ' (z)—=x

Demonstracao. Existéncia: Precisamos mostrar que existe x € R tal que lim ————
n—o0 n

exista. Para isto, consideraremos dois casos. Primeiro o caso em que f tem um ponto

periddico de periodo ¢ e depois o caso em que f nao tem pontos periddicos.

1. f tem um ponto peridédico de periodo g.
Como f tem um ponto periédico de periodo ¢, entao existe xy € R tal que f(7(zg)) =
().
Como F' é um levantamento de f, ja vimos que F'¢ é um levantamento de f?, logo
mo F1 = flonm. Dai, n(F(xg)) = fi(m(xo)) = m(x0), isto é m(F(xg)) = w(zp) €
portanto, F'%(xg)(modl) = xo(modl) e entdo, F(xg) = xo + p, p € Z.
Afirmacao: O limite existe e além disso, é racional.

De fato, tomemos n € N, entao pelo algoritmo da divisao euclidiana, n = kq + r,
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com 0 <7 < q. Assim,

= F"(xo + kp)
= F"(x¢) + kp, com p € Z. (3.5)
Dai,
tim Z000) %0y FTw0) T hp
n—o0 n n—o0 n
Fr — k
= lim (o) = %o + lim iy
n—o00 n n—oo M
ST C) R BT
n—0o00 n n—o0 ]{]q +r
Fr —
= lim (o) = 2o + lim . (3.6)

Comon = kq+rer =0,1,2,3,...,q—1, entao F"(xg) —xg < max |F7(zo)—zo| = M,
1
onde j € {0,...,¢ — 1}. Logo, |F"(x¢) — | é limitado e lim — = 0. Portanto,
n—oo N
Fr — Fr —
lim Fr(wo) = %o = 0. Como lim - (o) =20 _ p
n—r00 n n—00 ( + %

P , _
= =, segue que lim ————— =
n—oo
O que comprova a afirmacao.

n q

. f nao tem pontos periddicos.

Como f nao tem pontos periddicos, nao existe ¢ € Z, tal que fi(w(x)) = 7(x),
Vx € R. Logo, fi(m(z)) # w(x), Vq € Z e entdo w(Fi(z)) = fUw(x)) # n(x).
Portanto F'9(x)(modl) # x(modl), isto é, F(x) # x +p, p € Z.

Isto significa que nao existe p, ¢ € N, tal que F(z) = = + p, Vo € R, isto §é,
Fi(z) -z & Z.

Fixando x, entao para cada n € Z*, existe p, € Z tal que
Fr(z) —x € (pn — 1,pn) (i)

Dai, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, o mesmo p, serve Vxr € R. De fato,

seja « = F"(x) — x, entdo o é continua. Tome ky, ko, k3, ky € Z com k; <
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ky < ks < k4. Supondo que Ja, b € R tal que a(a) € (ki,k2) e a(b) € (ks,k4)
entdo, pela continuidade de «, deve existir ¢ € R tal que a(c) = ky € Z, isto é,

F™(¢) — ¢ = kg € Z, 0 que é uma contradi¢ao. Logo
pn— 1< F*z)—2z<p, VreR (i)

Usando (ii) para zg, F"(xq), F*"(xg), ..., e para qualquer m € N, teremos

(

pn— 1< F"(x) —x < p,
Pn— 1 < F*"(F™(x0)) — F™(x0) < pn

m parcelas ¢ p. — 1 < F(F?(x4)) — F?(20) < P

pn— 1< F"(F(mfl)”(xo)) — F(mfl)”(xo) < Pn

Somando as m parcelas acima, temos:
m(pn, — 1) < F™(x9) — o < mpy,

Multiplicando as parcelas desta desigualdade por ﬁ, temos:

Pn _ 1 o F™(z0)=x0 _ pn
Portanto,
‘an(wo)—l'o _ DPn < 1
mn n n
E, invertendo os papéis de m e n temos
F(zo)=x0 _ pm| o~ 1
mn m m

Dessa forma,

_’ an xo)—x0+Fm”(x0)—mo_&

mn mn n

<‘Fm”x0)—$o &+‘an(x0)_x0_p_m)
mn n mn m
1 1
<=+ —. (3.7)
nom

- A~ . p , . ,

Isto significa que a sequéncia (2*),cn é uma sequéncia de Cauchy. Mas R é um

espaco métrico completo, logo toda sequéncia de Cauchy em R converge. Segue que
A~ ,

a sequeéncia (2*),cn é convergente.

Ja vimos que
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an(:vo)—l'o _ DPn l

. Fr To) — Zo

Entao, lim L
n—00 n

F"(xg)—x
(Erleak=zn)

existe, uma vez que as sequéncias
n

e () tornam-
n

se arbitrariamente préximas a medida que n — oo e a sequéncia (%) converge. Isto

¢,

o ' (xg) — 29 . p
lim L = lim =%
n—oo n n—oo 1

O limite independe de x: Como f é um homeomorfismo que preserva orientagao
no circulo, deg(f) = 1, isto é, F(x + 1) = F(z) + 1. Para z, y € [0,1) temos
|F(y) — F(z)| < 1. De fato, se z,y € [0,1), entdo |y — z| < 1. Entao, por um lado,
como y —x < |y — x|, temos que y —x < 1 e portanto y < = + 1. Dai, aplicando F™

em ambos os lados dessa desigualdade temos
F'(y) < F*"(x +1)
=F"(x)+1 (3.8)
Portanto, F"(y) — F™(z) < 1.
Por outro lado, como —y +xz < |y — x|, temos que —y+ 2 < 1 e portanto, x < y+ 1.
Aplicando F" em ambos os lados da desigualdade temos
F(x) < F'(y +1)
=F"(y)+1 (3.9)

Portanto, F"(z) — F™(y) < 1. Assim, concluimos que, em ambos os casos, vale

|F™"(y) — F™(x)| < 1. Agora,

Fra)—x  F(y) —y| 1
_ — Fn _ _ Fn
" " (@) =2 = F(y) + y)l
1 n n
< C(F (@) = F*(y)l + o = yl)
2
< — 3.10
<= (3.10)
Portanto x e y coincidem.
Reunindo todos os resultados, temos que po(F) = lim ———— tanto existe como
n—oo n
tem o mesmo valor para todo x € R. O que completa a demonstracao.
O

Veremos agora algumas propriedades do nimero de rotagao.
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Lema 3.3.1. Para todo m > 1, temos que p(f™) = mp(f)(modl).

Demonstracao. De fato,

p(f) = po(F™) (modl)

— hmw

n—oo n

(mod1)

n—oo mn

=mpo(F) (modl)

=mp(f) (modl). (3.11)

Finalmente, uma importante propriedade do nimero de rotagao p(f) é

Teorema 3.3.2. O numero de rotagcao é um invariante por uma conjugacao topologica.

Em outras palavras, se h : St — S! € um homeomorfismo que preserva orientacdo entdo

p(h~'o foh) = p(f).

Demonstracao. Sejam f e g homeomorfismos de S' que preservam orientacao no circulo e
suponha que f e g sejam topologicamente conjugados. Entao, existe um homeomorfismo

h de S! tal que
goh=hof=gohoh™t=hofoht=g=hofoh!

Sejam F' e H levantamentos de f e h, respectivamente, entao mo F'= fomw e

moH =homr. Dai
goH l'=hlohomroH '=hlogoHoH !=hlor

Isto é, H~! é um levantamento de h~!.
Podemos mostrar ainda que H~! o F o H é um levantamento de h~! o f o h.

Com efeito,

no(H'oFoH)=h'logroFoH=h"'oforoH=(h'ofoh)or
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Entao, dado z € R temos

(H'oFoH)(z)—x (H'oF"oH)(x)—ux

! _ H_IO(F”ZH)(ZL‘)—FnOH(ZE)—i-FnOH(.T)
+H(ZL‘)—§($)—$
_ H o (F"o H)(x) — F"o H(x)
FnOH(J})_H.I‘>+H(JZ)—I (3.12)
Dali,
p(h™tofoh)= nll_{go (Ao Fno H)"(z) (mod1)
(g B U e B o G
i S HEEE i S Yono) 013

Agora, H(x) —x e H'(x) — x sao fungoes periddicas de periodo um. De fato,

H(z+1)

I
o
N
_|._
—_

Y

Hz+1)—(z+1) = H(@)+1—-(z+1)

=
Hz+1)—(z+1) = H@) —=z
HYz+1) = H'z)+1
=
H'z+1)—(x+1) = HYr)+1—(z+1)
=
HYz+1)—(r+1) = H'Y2)—2z

Assim, os numeradores do primeiro e terceiro limite sdo expressoes limitadas
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independentes de x. Logo esses limites tendem a zero. Portanto,
F"oH(x)— H
p(h™'o foh)= lim ° H(z) (z) (modl)
n—00 n
F"(x) —
= lim (z) x(modl)
n—oo mn
— o(f) (3.14)
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4 A classificacao de Poincaré

Nesta secao apresentaremos o resultado principal deste trabalho. Trata-se do
teorema de classificacao de Poincaré, que nos garante a existéncia de uma semi-conjugacao
ou uma conjugac¢ao entre um homeomorfismo, com nimero de rotacao irracional, e uma
rotacao no circulo. Para isto, faremos inicialmente uma descricao do comportamento

possivel das érbitas de homeomorfismos da circunferéncia.

4.1 Numero de rotacao racional

Teorema 4.1.1. Se f : S' — S! € um homeomorfismo que preserva orientagdo no circulo

entao p(f) € racional se, e somente se, f tem um ponto periddico.

Demonstragao. Considere um homeomorfismo que preserva orientacao no circulo e assuma
que f nao tem pontos periddicos. Suponhamos que o nimero de rotacao de f é racional,
isto é, p(f) = £. Pelo lema 3.3.1, p(f?) = q.p(f)(modl) = q.g(modl) = p(modl) = 0.
Agora, tomemos h : S — S! definida por h(z) = f(z), logo p(h) = p(f(z)) = 0.

Como f nao tem pontos periddicos, entao h nao tem pontos fixos. Com efeito, f nao ter

pontos periddicos significa que para todo q € Z, f9(x) # x. Entao, para todo g € Z,

i) #

e portanto, h nao tem pontos fixos.

Seja H : R — R um levantamento de h. Como h nao tem pontos fixos, h(w(z)) # 7(z),
para todo x € R. Logo, m(H (z)) = h(w(x)) # w(z), isto é, H(x) # x+p, para todo x € R
e p € Z. Entao
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7

H(z) > z,Vx € R
ou

H(z) <z,VxeR

\

Suponha H(z) > z, Yz € R. Dal, analisaremos dois casos:

1°) Se existir k£ > 0 tal que H*(0) > 1, entdao H™*(0) > m.
Por inducdo, se m = 1, temos que H*(0) > 1, o que é verdade por hipétese.
Suponhamos que H™*(0) > m para todo inteiro maior que 1 e menor que m.

Assim, para m temos

=m. (4.1)
Portanto, H™*(0) > m para todo inteiro. Daf

p(h) = Tim 0 =0

m—00 m

= lim H(0) (mod1)

m—00 m

(mod1)

Hmk
= lim () (mod1)
m—o00 m
..m
1
= E(modl) (4.3)

Contradigao, pois p(h) =0, Vx € R.

2°) Vamos admitir que H*(0) < 1, Vk > 1.

Dessa forma, a sequéncia (H*(0))zen 6 limitada. Além disso, essa sequéncia é cres-
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cente. De fato, por hipétese, H(x) > x e portanto H(0) > 0. Dali,

> H(0) > 0. (4.4)

Portanto, essa sequéncia possui limite. Seja p esse limite, entao klim H*(0) = p.
—00

Como H é continua, temos kli)nc}o H"(0) = H(p)

Tomemos uma subsequéncia (yx(0))rerw, N C N, da sequéncia (H*(0))ren, com
yr = H**1(0). Evidentemente, Jim yx(0) = p. Como por outro lado y, = H*1(0),
entao k11_>1r(r>1o yk(0) = H(p).

Pela unicidade do limite, H(p) = p. Mas, how = mo H. logo, h(m(p)) = n(H(p)) =

7(p), contradizendo o fato de h nao ter pontos fixos.

Juntando todos os resultados, concluimos que p(f) nao pode ser racional se f nao tiver

pontos periédicos. O caso H(z) < = é andlogo. O

Como consequéncia deste teorema, p(f) é irracional se, e somente

se, f nao tem pontos periodicos.

Proposicao 4.1.1. Seja f : St — St € um homeomorfismo que preserva orientacdio no
circulo. Se p(f) = 1507 com p e q relativamente primos entre si, entao todo ponto periodico

de f tem periodo igual a q.

Demonstra¢ao. Como p(f) é racional, pelo teorema anterior, f tem um ponto periédico.
Seja () um ponto periddico qualquer de f, entdo devemos mostrar que f(w(x)) = m(x).
Pela definigao de levantamento, f¢(w(x)) = n(F9(z)) = F(x)(modl) e n(x) = z(modl).
Portanto, mostrar que f(w(x)) = m(x) é equivalente a mostrar que F'%(x) = x+p, p € Z.

Se m(x) é um ponto periddico de periodo ¢’ # g e F' um levantamento de f, entao existe
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p €Ztal que F9(x)=x+p e

k+==k+p(f)

Q3

- (4.5)

Tome F' como sendo o tnico levantamento satisfazendo po(F') = p(f). Seja d o m.d.c de
p e q entdao, p =pde ¢ = qd.

Afirmamos que F%(x) = x + p. De fato, se isto nao ocorre entdao, Fi(x) > x + p ou
Fi(z) < x + p. Suponhamos que F?(x) > x + p (o outro caso é anélogo) entdo, pela

monotonicidade de F' temos

=x+p. (4.6)

Contradicao! O

Suponha que f é um homeomorfismo de S'. Dado qualquer subconjunto
A C S' e um ponto & € A, definimos uma ordenacdo em A, levantando A ao inter-
valo [2/,2' + 1] C R, onde 2’ € 77 (z), e considerando a ordem natural sobre R.

Em particular, se z € S', entao a 6rbita {x, f(z), f*(x), ...} tem uma ordem



4.1 Numero de rotagao racional 37

natural, considerando x como ponto de referéncia.
A proposicao a seguir garante a existéncia de uma relagao entre érbitas periodicas
de um homeomorfismo f com nimero de rotacao racional § e a orbita de 0 pela rotacao

R,.

Proposicao 4.1.2. Seja f : S' — S! um homeomorfismo que preserva orientacio com
numero de rotagdo racional p(f) = %’, com p, q relativamente primos entre si. Entao, para

qualquer ponto periédico x € St, isto é, f1(x) = x, a ordenacao {x, f(x), f*(x), ..., f7 ()}

em S' € a mesma que o conjunto {0, §’ %, e @}, 0 qual € a orbita de 0 pela rotacao
R,.
Demonstragao. Seja x um ponto peridédico de f, de periodo ¢, isto é, fi(x) = x e

i € {0,...,q — 1} o tinico nimero tal que f'(x) é o primeiro ponto & direita de z, na
orbita de z.

Agora, f%(x) deve ser o primeiro ponto a direita de fi(x). De fato, seja x
o ponto de referéncia na érbita de x. Se existir [, tal que fl(x) € (fi(x), f*(x)) entdo
aplicando f~%, temos que f'=!(z) deve pertencer ao intervalo (x, fi(x)), ja que f preserva
a orientagdo. Mas isso, contradiz o fato de f%(x) ser o primeiro ponto a direita de .
Assim os pontos da érbita de  sdo ordenados como x, f(z), f%(z), ..., f@Vi(z).

Tome 2’ € 7(z). Como f transforma cada intervalo da forma [f*(x), f*k+Yi ()]
no seu sucessor e existem ¢ destes intervalos, entdo podemos tomar um levantamento F’
de f* tal que F"(2') = 2/ + 1. Agora, seja F' um levantamento de f com F%(z') = 2’ + p.

J& vimos que F' é um levantamento de f?, logo, F(z) = F'(2') + k, k € Z. Entao,
¥ +ip=F%2) = (F' +k)(z)) = F(2') + kg =2' + 1 + kq.

Portanto, ip = 1 + kq, e assim ¢ é o Unico nimero entre 0 e g tal que ip =

1(modq).

- . 1 , L4 .
zen = Rz, en njun pozpc P4 uma 6rbi riédi
Fazendo Rz, entao o co to 0,2,25, ,(qq)p ¢ uma drbita periddica

q

e portanto, estd ordenada como {0, %’, %, s (q%:)ip}, com o ip = 1 (mod q), tal como

anteriormente. ]
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4.2 Numero de rotacao irracional

Se z e y sdo dois pontos em S', entdo definimos o intervalo [z,y] C S sendo
7([2',y']), onde 2’ € 77 (z) e y = 7} (y) N [2/, 2" + 1]. Intervalos abertos e semi-abertos

sao definidos de maneira semelhante.

Lema 4.2.1. Suponha p(f) irracional. Entdo, para qualquer x € S e quaisquer inteiros

distintos m > n, existe k € N tal que f*(x) € I = [f™(x), f*(x)].

Demonstragido. Basta mostrar que S' = Uy, f I = U, [f™ *(2), /" *(x)]. Suponha

que nao, entao

ST U fHmIL = U [f - Dme (a), foimr e (g))

Uma vez que os intervalos f~*™=™] se encontram no ponto f~*m+2*+1) "isto é, nos seus

extremos, a sequéncia
Sk — f—k(m—n)fn(l.) — f—km+(k+1)n(x)

¢ monotona limitada. De fato,

J. = [f—(k—l)m—&-lm(x)’ f—km—&-(k—l-l)n(x)]
Jk+1 _ [ffkm+(k+1)n(x)’ ff(k+1)m+(k+2)n(x)]
Jk:—i—? _ []c—(k-&—l)m-&-(k-i—?)n(x)7 f_(k+2)m+(k+3)n({lj)]

sao intervalos adjacentes. Assim, como f preserva orientacio, aplicando f~(™~™ temos
f—km-}-(k—i-l)n(x) < f—(k+1)m+(k+2)n(x)

=

f*km+(k‘+1)n7(mfﬂ,) ( < ff(k+1)m+(k+2)n7(mfn)(

x) x)
=

f—(k+1)m+(k+2)n (:L") < f—(k+2)m+(k+3)n($)

Continuando esse processo para todos os termos da sequéncia Sy, concluimos
que Sy é mondtona ( os casos <, >, > sao andlogos).

Além disso, Sy, é limitada ja que |J;-, f~Fm=) [ ndo cobre todo o circulo S
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Logo, S; é monotona limitada e portanto convergente, isto é, S, converge monotonica-
mente para um ponto z € St

Considere a sequéncia Sj, = f~*m=n)=(m=n) fn(3:) " Entao, por um lado,

S]If — ffk(mfn)f(mfn)fn(x)
_ f—k(m—n)fnf—(m—n) (.f)
= fm=m(g,). (4.7)

Por outro lado,

S’/€ _ f—k(m—n)—(m—n)fn(x)
_ f—(k—&-l)(m—n)fn(x)

- Sk_;,_l. (48)

Isto é, S; = Sky1 e entao S, é uma subsequéncia de S.

Entao, se Sy — z temos que Ski1 — 2z, isto é S;, — z. Com efeito, se Sy — 2
entdo dado € > 0, existe kg € N, tal que k > ko implica |Sy — z| < €, em particular, se
k > ko implica |Sk41 — 2| < €, entdo Sk4+1 — 2 e portanto S), — z.

Mas como S), = f~(m=")(S,) entdo, pela continuidade de f, z = f~m™)(z), o

que implica que z é periédico, contradizendo o fato de p(f) ser irracional. n

Vejamos agora a seguinte proposicao.

Proposigao 4.2.1. Se p(f) € irracional, entio w(z) = w(y), Yo,y € S', e também
w(z) = S! ou w(z) € perfeito (fechado e sem pontos isolados) e nao denso em nenhum

aberto.

Demonstragdo. Primeiramente mostraremos que w(z) = w(y), Vz,y, € S'. Seja 2z € w(x).
Entao existe f%(r) — 2 € w(r) para alguma sequéncia a, — oo. Se y € S' entao,
pelo lema anterior, existe b, € N tal que f(y) € [fe-1(z), fo(x)]. Entao, f(y) €
[fo=1(z), fo(z)]. Como fo(x) — 2, segue-se que f’(y) — z e portanto 2z € w(y).
Assim w(z) C w(y), Vr,y € S*. Por simetria, w(z) = w(y).

Provaremos agora que o conjunto w(z) = S! ou w(z) é perfeito e denso em
nenhum aberto. Note que o conjunto w(x) é minimal. De fato, S! é um conjunto compacto,
logo pela proposigao 2.3.1, w(x) é nao vazio, fechado e invariante. Resta-nos mostrar que

se B é um subconjunto nao vazio, fechado e invariante de w(z), entdo B = w(z). Suponha
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que w(x) — B # () entdo, se y € B, pelo teorema 2.3.1 (b), w(y) C B. Mas, w(y) = w(z),
Vz,y € S! e portanto w(x) C B, contradigao. Logo, B = w(r) e w(x) ¢ minimal.

Notemos também que w(z) é o tnico conjunto fechado minimal nao-vazio e
invariante. De fato, suponha que A C S' é um conjunto nao-vazio invariante, dai seja
x € A, entdo a drbita Oy (z) = {f¥(x) }rez C A. Além disso, como A é fechado, w(z) C A.
Agora, o fato de A ser um conjunto minimal, implica que w(z) = A. Logo, () e w(z) sao
os Unicos subconjuntos fechados e invariantes de w(x).

A fronteira dw(x) é um subconjunto fechado e invariante de w(z). De fato, w(z)
é fechado, entdao Ow(x) C w(z). Para mostrarmos que dw(x) é um conjunto invariante,
devemos mostrar que dw(z) = f(Ow(z)) para todo z. Seja y € f(Ow(x)), entao existe z €
Ow(x) tal que f(z) = y. Assim, existe uma sequéncia ny — oo tal que f™(x) — z. Pela
continuidade de f, vale que f(f™(x)) — f(z) =y, isto é, f**(z) — y. Como ny — oo,
segue-se que (ny + 1) — oo e portanto y € dw(z). Assim, f(Ow(x)) C dw(x). Por outro
lado, se y € Ow(z), devemos mostrar que existe z € dw(z) tal que f(z) =y € f(Ow(x)).
Com efeito, o fato de y € Jw(x) implica que existe uma sequéncia n; — oo tal que
f™(x) — y. Tomemos as pré-imagens da sequéncia ny que estao na orbita de x. Tais pré-
imagens formam uma sequéncia n contida no conjunto compacto X, pois dw(x) C w(z) e
w(z) esta contido no compacto X. Desse modo, n) possui uma subsequéncia que converge
para z € Jw(z). Assim, nj — z e portanto f(n;) — f(z) =y. Logo, y € f(Ow(x)). Dessa
forma, concluimos que dw(z) = f(dw(x)) e portanto Ow(zx) é invariante.

Concluimos que dw(z) = 0 ou dw(z) = w(z). Se dw(x) = ) entdo, w(x) = S
Se Jw(x) = w(x) entdo w(x) é denso em nenhum aberto. De fato, seja A um aberto
qualquer tal que A C w(z). Por hipdtese, dw(x) = w(z), entdo A C Jw(x) e isto
implica que existem pontos de A que nao estao na dw(z), e portanto ndo estao em w(x),
contradigao. Logo, o aberto A nao pode estd em w(x) e portanto w(x) é denso em nenhum
aberto.

Resta-nos mostrar que w(z) é perfeito. Seja z € w(x), uma vez que w(z) é
invariante e fechado, temos que z € w(z) = w(z) é o ponto limite de {f"(z)} C w(z),

assim w(x) é perfeito. O

Lema 4.2.2. Suponha que p(f) € irracional. Seja F' um levantamento de f e p = p(F).

Entao para qualquer x € R,

nip+my < ngp+mo <= F™(x) +my < F"2(x) + my
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para qualquer my, Mo, Ny, No € 7.

Demonstragao. Suponha que F™(x) +my < F™(x) + my isto é, F™(x) — F™(z) <
ms —my. Esta dltima desigualdade é equivalente a F™~"2(x) < x +my — mq, basta fazer
ny=mn; —nNg e ng =0.
A desigualdade acima é vélida para todo z, pois se existisse algum z tal que F™"2(z) =
xr+ms—my, f teria pontos peridédicos e o niimero de rotacgao seria racional, contradizendo
a hip6tese. Em particular, se x = 0 temos F™ " "2(0) < mg —m; .

Agora, F¥m=n2)(0) < k(my—m;). Defato, se k = 1, F1(m=72)(0) < 1(mgo—my)
e entdo F™~"2(0) < my—my. Suponha que F¥M="2)(0) < k(my—m,) para algum k € N.
Dali,

F(k+1)(m—nz)(0) = Flmome)(pkim-—n2)(())
< FFm=m2)(0) + (my — my)
< k(mg —mq) + (mge —my)
= (k+ 1)(mg — my).
Portanto, a desigualdade é verdadeira para todo k € N. Assim, como F*("~n2)(0) <
k(mg — my) segue-se que se ny — ny > 0,

Fk(nl—"2>(0)
k

Fk(m—"z)(o) Ma—m1
k(ni—mn2) ni—ng

< (mg—my) =

Dai,

p = lim Fk(nl_nz)(o) Mo — My

k—o0 k(n1 —n2) Tong — e '

A irracionalidade de p implica a desigualdade estrita, portanto,

p< BT = nyp+my < ngp+ mo.

ni—n2

O mesmo resultado se mantém no caso n; — ny < 0, por um argumento analogo. A

reciproca segue invertendo a desigualdade. O]

Teorema 4.2.1. (Teorema de Poincaré) Seja f : S! — S' um homeomorfismo que

preserva orientacao com numero de rota¢ao irracional p.

1) Se f € topologicamente transitiva entao f é conjugada topologicamente a rotagao

R,.
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2) Se f nao € topologicamente transitiva, entao R, é um fator topoldgico de f, através

de uma aplicacdo mondtona, continua e nao-invertivel h : St — St.

Demonstracao. Seja F': R — R um levantamento de f e fixe x € R. Considere também
os conjuntos A = {F"(x)+m:n,m € Z}e B={np+m:n,m € Z}. Defina H: A— B
por H(F™(x) +m) = np + m. Pelo lema anterior, H é monétona.

O conjunto B é denso em R. De fato, seja J C R um aberto qualquer e
m: R — S' onde m(x) = z(modl) a aplicagao projegao. Considere também a rotacao
R,:S'— S! onde R,(x) = x + p. Pelo Teorema de Jacobi a rotagao R, é minimal, isto
é, a 6rbita Og, (x) = {R}()}nez é densa em S', Vo € S'. Em particular, a érbita de 0,
Or,(0) = {R}(0)}nez ¢ densa em S'. Entdo, considerando o intervalo 7(J) = I C S',
temos que R} (0) € I = 7(J). Logo, existe x € J tal que R}(0) = 7(z), n € Z.

Agora, seja F' um levantamento de R,. J4 vimos que entao, F™ ¢ um levanta-
mento de R}. Logo, existe y € J tal que F*(0) = y, n € Z. Pela definigao de levantamento

temos

mo F"(0) = R} om(0)

=
m(y) = R0
=
m(y) = np
=
y(modl) = np
=
Yy = np+m

Portanto, o conjunto B é denso em R.
Se abusarmos da notacao e escrevermos 7, como a transformacgao R, : R — R,
tal que R,(z) =z + pentdo Ho F = R,0 H em A, ja que
Ho F(F"(x)+m)=Ho F(F"(x +m))
= Ho F""(x +m))
= H(F"(z) +m)

=n+1)p+m (4.9)
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e

R,o H(F"(x) +m) = R,(np+m)
=np+m-+p

= (n+1)p+m (4.10)

Afirmacgao: H se estende continuamente ao fecho de A.

De fato, se y € A entdo existe uma sequéncia (2, )neny C A tal que limxz, = y. Quere-
mos definir H(y) = lim H(x,). Para mostrarmos que lim H(z,) existe e independe da
escolha da sequéncia se aproximando de y, observe que os limites laterais existem e sao
independentes da sequéncia, pois H é monotona. Se os limites laterais fossem diferentes
entao, R — B conteria um intervalo, contradizendo o fato de B ser denso em R. Portanto,
lim H(x,) existe e independe da sequéncia que se aproxima de y.

1° caso: A #R.

A transformacdo H pode agora ser estendida a R. A funcdo H : A — R é
monétona e sobrejetiva, j4 que H é mondtona e continua em A, A é fechado e B é denso
em R, entdo nio existe alternativa a definir H nos intervalos complementares a A. A tnica
alternativa é que H = constante nesses intervalos, pois se H nao é contante, teremos que
defini -la nesses intervalos de alguma outra forma, ja que H é sobrejetiva, mas qualquer
outra forma contraria a monotonicidade de H.

Escolhamos a constante igual aos valores nos extremos desses intervalos. Tal
origina uma transformacao H : R —+ R onde H o F' = R, 0 H. De fato, ja vimos que para
todo = € A tal igualdade se verifica. Mas, como H é uma extensdo continua ao fecho A
de A, segue-se que a igualdade também é vilida para pontos de A.

Resta-nos mostrar que HoF' = R,0H se verifica para todo ponto x contido nos
intervalos complementares de A. Sejam z € ZC, u € 0A tal que H(x) = H(u) e considere
o intervalo [u, z] que, por construgdo, nao contém pontos de A, isto é, [u,z] N A = 0,
entdao [F(u), F(z)] N A = (. De fato, se existe y tal que y € [F(u), F(z)]N A = 0,
entao, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe um z € [u, x] tal que F(z) = y. Logo,

Fly)Nlu,z] # 0 e F ' (y)N A # 0, contradigao. Portanto, H(F(z)) = H(F(u)) =
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constante. Entdo, como u € A, temos que H(F(u)) = R,(H(u)) e portanto

Ho F(z) = H(F(x))
= H(F(u))

= Ry(H(u)),
)

=R,0 H(x) (4.11)

=R,(H(z

Agora, se z € A, temos
Hz+1)=H(F*"(x)+m+1)=np+m+1=H(z)+1

e essa propriedade é valida para a extensao continua. De fato, dado = contido em algum
intervalo complementar a A, temos H(zx) +1 = H(u) +1 = H(u + 1), pois u € A.
Agora, seja z € A% e u € 94 tal que H(x) = H(u), entao se [u,z] N A = 0 vale que
[u+1,x4+1]NA=10. Com efeito, se existe y € [u+1,z+1]NA, entdoy—1 € Aey—1¢€
[u, x], contradizendo o fato de [u, z] ndo ter pontos de A. Assim, H(u+ 1) = H(z+1) e

portanto H(z) + 1 = H(x + 1) para todo z contido em algum intervalo complementar a

A.

Essa propriedade garante a existéncia de uma semi-conjugacao h : S' — S! tal
que ho f = Rpo h. Isto conclui a demonstracao do teorema para o caso em que f nao é
transitiva.
2° caso: A =R.

Suponha agora que f : S — S! é transitiva, entdo o conjunto A é denso em
R. De fato, seja I um intervalo aberto qualquer de R. Considere também a aplicacao
projecao 7 : R — S!, entao n(I) é um intervalo de S'. Todo ponto de 7(I) tem uma
pré-imagem em I, ou seja, dado z € w(I) existe y € I tal que w(y) = 2.

Como f é transitiva, a 6rbita de 7(z) € S! e entdo existe n € Z tal que
f™(m(z)) € m(I). Logo, existe y € I tal que n(y) = f"(7(x)).

Como F' é um levantamento de f e portanto, F™ é um levantamento de ",
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temos

m(£"(z)) = [f(x(z))
=
m(F"(x)) = 7(y)
=
y = F'(z)+m

Portanto, o conjunto A é denso em R.
Desse modo, A = B = R e portanto H : R — R é monétona e bijetiva. Logo,
podemos obter um homeomorfismo h : S' — S! tal que ho f = R, 0 h e isso completa a

demonstracao. O]
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5 Consideracoes finais

A 1ltima secao do nosso trabalho apresenta uma descricao do comportamento
das orbitas de homeomorfismos da circunferéncia. A classificacao de Poincaré descreve
seis tipos diferentes de érbitas sob uma transformacao.

Quando o niimero de rotagao € racional, temos as seguintes érbitas:

[. Orbita periédica com o mesmo periodo que Rr ordenada como uma orbita de Re;
q q

II. Uma orbita homoclinica: aproxima-se de uma dada érbita periddica quando n —

+00 e quando n — —o0;

III. Uma orbita heteroclinica: aproxima-se de duas orbitas periddicas distintas quando

n — 400 e quando n — —o0.
Ja quando o numero de rotacao é irracional (p), temos:

I Uma 6rbita densa em S' ordenada como uma drbita de R);
IT’: Uma érbita densa num conjunto de Cantor;

ITT": Uma érbita homoclinica a um conjunto de Cantor.

Em nosso trabalho foram estudadas apenas as érbitas dadas por I e I'.
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